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PREDGOVOR

In`enjersko re{avanje prakti~nih problema iz oblasti strujanja podzemnih voda

zahteva kvantifikaciju parametara prirodne sredine i procesa u prostoru i vremenu. Pored

toga, prognoza odre|enih pojava, kako u prirodnim uslovima, tako i uslovima primene

planiranih tehni~kih re{enja, predstavljaju osnovne zadatke in`enjera, koji se bave ovom

problematikom. Za uspe{no prevazila`enje ovog problema, neophodno je poznavati zakone

strujanja podzemnih voda, uslove primene diferencijalnih jedna~ina koje ih opisuju i

raspolagati odgovaraju}im matemati~kim aparatom za njihovo re{avanje.

U dana{nje vreme, praksa sve vi{e zahteva napu{tanje starih, utabanih staza u

re{avanju hidrogeolo{kih problema. Ovo se najvi{e ogleda u metodici interpretacije rezultata

terenskih i laboratorijskih istra`ivanja. Dinamika podzemnih voda, kao jedna od osnova

(pored hidraulike, hidrologije i hidrohemije) tzv. kvantitativne hidrogeologije, tako|e je pod

sna`nim uticajem savremenih trendova.

“Dinamika podzemnih voda” je knjiga u kojoj se obra|uju neki oblici strujanja

podzemnih voda u nestacionarnim uslovima. Ovaj ud`benik obuhvata gradivo koje se u

okviru dvosemestralnog kursa predaje studentima hidrogeologije na Rudarsko geolo{kom

fakultetu u Beogradu i predstavlja logi~an nastavak knjige “Hidraulika podzemnih voda -

stacionarna strujanja” istog autora.

Polaze}i od hidrodinami~ke teorije filtracije, koja predstavlja osnovu dinamike

podzemnih voda, pa preko hidrauli~ke teorije, ~ijom primenom su omogu}ena analiti~ka

re{enja diferencijalnih jedna~ina strujanja podzemnih voda, autor je poku{ao da studentima, a

i zainteresovanim ~itaocima, izlo`i put od postavke problema do njegovog re{avanja. U

ovome se naro{ito isti~u poglavlja koja tretiraju radijalno strujanje podzemnih voda, gde su

detaljno izlo`ene metode grafoanaliti~ke interpretacije opitnih crpenja iz bunara, kao i delovi

knjige, vezani za primenu numeri~kih metoda re{avanja diferencijalnih jedna~ina strujanja

podzemnih voda (metoda kona~nih prira{taja) i re{avanje prakti~nih problema matemati~kim

modeliranjem.

Beograd, mart 1996. Autor
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1.1 POJAM  DINAMIKE  PODZEMNIH VODA
U nau~noj i stru~noj praksi uobi~ajeno je da se nauka o kretanju podzemnih voda

naziva dinamikom podzemnih voda. Dinamika podzemnih voda proizlazi iz op{tijih nauka o
kretanju te~nosti - hidraulike i mehanike fluida.

Ona je tesno vezana sa srodnim prirodnim naukama: geologijom, hidrogeologijom,
hidrologijom, geomorfologijom, meteorologijom, hidrohemijom, itd., u toj meri, u kojoj
prirodni faktori i procesi, koji se izu~avaju tim naukama, uti~u na kretanje podzemnih voda.

Dinamika podzemnih voda je povezana sa naukama fizi~ko - matemati~kog karaktera,
u prvom redu sa matemati~kom fizikom, vi{om matematikom i hidrodinamikom, tj. naukama
koje omogu}uju kvantitativnu ocenu osnovnih komponenti filtracionog toka - njegove brzine,
proticaja i pritiska.

Razvijanjem sopstvenih i kori{}enjem odgovaraju}ih metoda re{avanja iz pomenutih
nauka, dinamika podzemnih voda se razvila u samostalnu nau~nu disciplinu. Povezanost
dinamike podzemnih voda sa razli~itim nau~nim disciplinama pokazuje da ona predstavlja
kompleksnu nauku, bez ~ije primene nije mogu}e re{avanje ozbiljnijih hidrogeolo{kih
zadataka.

Za primenu hidrodinami~kih prora~una (uobi~ajeni naziv za prora~une u okviru
dinamike podzemnih voda) neophodno je izvr{iti {ematizaciju prirodne sredinu i granica
oblasti strujanja podzemnih voda, kao i odrediti prora~unske veli~ine, odnosno hidrogeolo{ke
parametre - filtracione karakteristike vodonosne stenske mase, geometrijske i hidrauli~ke
osobine podzemnog filtracionog toka, itd.

Osnovni zadaci in`enjera hidrogeologa kod sprovo|enja hidrodinami~kih prora~una
jesu: pravilna {ematizacija prirodnih uslova (usvajanje prora~unske {eme) i pravilno
odre|ivanje hidrogeolo{kih parametara.

Takva {ematizacija mora biti napravljena s minimalnim odstupanjem od prirodnih
uslova. U protivnom, hidrodinami~ki prora~uni mogu biti "odvojeni" od prirodnih uslova i
samim tim nerealni. Me|utim, pri tome se mora voditi ra~una da se ne upadne u gre{ku, jer
preterano “pribli`avanje” prirodi ~esto ne omogu}ava racionalno re{avanje postavljenog
zadatka.

1.2 PRAKTI^AN  INTERES  IZU^AVANJA  DINAMIKE

PODZEMNIH  VODA

Prakti~an zna~aj dinamike podzemnih voda ogleda se u njenoj primeni u re{avanju
raznovrsnih problema iz oblasti strujanja podzemnih voda, isti~u}i na taj na~in i zna~aj
hidrogeologije, ~iji je ona sastavni deo, u bitnim oblastima ljudske delatnosti.

U vodosnabdevanju - veoma su zna~ajni zadaci odre|ivanja prirodnih resursa i
eksploatacionih rezervi podzemnih voda, kapaciteta vodozahvata i njihovog uzajamnog
dejstva u prostoru i vremenu.

U oblasti navodnjavanja - znanje dinamike podzemnih voda je neophodno za
odre|ivanje filtracionih gubitaka iz kanala irigacionih mre`a, izrada bilansa podzemnih voda
na teritoriji navodnjavanja, prora~una normi zalivanja. U oblasti odvodnjavanja, jedna~ine
dinamike podzemnih voda se koriste pri projektovanju isu{ivanja mo~vara i zamo~varenih
podru~ja i za potrebe razli~itih drena`nih objekata.

Kod hidrotehni~ke izgradnje - primena dinamike podzemnih voda omogu}ava
odre|ivanje filtracionih gubitaka u osnovama i oko brana, uticaj filtracije vode na stabilnost
sredine u osnovama brana pri izlasku vode na nizvodnom kraju, davanje prognoze potapanja
teritorije koja se nalazi u zoni uticaja akumulacije, itd.

U gra|evinarstvu - kod prora~una i prognoze sleganja terena usled izgradnje objekata,
odvodnjavanja temelja objekata, itd.
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Na osnovu analize hidrogeolo{kih uslova i primene jedna~ina dinamike podzemnih
voda, prognozira se dotok podzemnih voda u rudarske radove. Odvodnjavanje rudarskih
kopova predstavlja zna~ajno polje delatnosti dinamike podzemnih voda.

Pri eksploataciji nafte - hidrogeolo{ki prora~uni omogu}avaju razradu mera za
odvodnjavanje naftnog le`i{ta. Pored toga, oni predstavljaju bazu za projektovanje
eksploatacije.

Pored toga, kao {to odre|ene nauke i struke imaju uticaja na razvoj dinamike
podzemnih voda, tako i ona ima povratni uticaj na njih. Rezultati hidrodinami~kih istra`ivanja
imaju primenu u geolo{kim, geofizi~kim, gra|evinskim i drugim istra`ivanjima.

1.3 USLOVI  STRUJANJA  PODZEMNIH  VODA

Posmatraju}i strujanje podzemnih voda jedne izdani, mogu se odvojeno analizirati
takozvani makrouslovi i mikrouslovi strujanja.

Makrouslovi strujanja vezani su pre svega za re`im i bilans izdani u celini. Faktori
koji uslovljavaju oblik pojavljivanja i strujanja podzemnih voda su, generalno: geolo{ki,
hidrogeolo{ki i hidrauli~ki.

Kao osnovni geolo{ki faktori kretanja podzemnih voda, javljaju se litolo{ke, teksturne
i strukturne karakteristike stenskih masa, njihov tektonski sklop i uslovi rasprostiranja
vodonosnih stena.

Hidrogeolo{ki faktori su tip i veli~ina poroznosti stena, vodopropusnost,  uslovi
hranjenja i dreniranja podzemnih voda.

Hidrauli~ki karakter strujanja podzemnih voda se karakteri{e rasporedom pritisaka i
brzina u strujnom polju.

Re`im izdani u celini zavisi od re`ima njenog prihranjivanja i dreniranja, odnosno
njihovog intenziteta i promene tokom vremena. Hranjenje i dreniranje izdani mogu biti
rezultat prirodnih i ve{ta~kih (antropogenih) ~inilaca.

U zavisnosti od uslova strujanja, da li je sa slobodnom vodenom povr{inom, ili pod
pritiskom, hranjenje se odvija kroz razli~ite oblike infiltracije vode u poroznu sredinu, kao
infiltracija sa povr{ine terena od padavina, topljenja snega, navodnjavanja, zatim kao doticaj
iz dubljih i pli}ih vodonosnih horizonata, ili kroz hranjenje infiltracijom iz povr{inskih
vodotoka.

Dreniranje se odvija preko prirodnih izvora i povr{inskih vodotoka,
evapotranspiracijom (kod plitkih izdani sa slobodnom vodenom povr{inom), pretakanjem
(filtracijom) u susedne vodonosne horizonte i ve{ta~ki, eksploatacijom podzemnih voda.

Pod mikrouslovima strujanja podzemnih voda mogu se smatrati uslovi egzistencije i
kretanja u okviru pora porozne sredine. Ovde su od zna~aja tip i oblici pojavljivanja pora,
njihova geometrija i hidrauli~ke karakteristike. U izu~avanju strujanja u ovoj razmeri
posmatranja ne mogu se zanemariti ni hidrodinami~ke osobine podzemnih voda, od kojih su
najva`nije gustina i viskozitet. Tako|e, od zna~aja su procesi interakcije vode i porozne
sredine: procesi rastvaranja (korozija), transporta i istalo`avanja (inkrustacija i kristalizacija)
mineralnih materija i gasova, termodinami~ki procesi u okviru razmene toplote stenske mase i
vode, itd.

Kretanje podzemnih voda ne zavisi samo od filtracionih svojstava porozne sredine,
nego u zna~ajnom stepenu i od svojstava same te~nosti. Filtraciona svojstva podzemnih voda
uslovljena su u osnovi viskozitetom, gustinom i zasi}eno{}u gasovima. Znatna promena ovih
svojstava sre}e se kod podzemnih voda u dubokim horizontima.
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Slika 1.1:  Ciklus kretanja voda : PO - povr{inski oticaj, E - evaporacija (isparavanje sa slobodne vodene
povr{ine), ET - evapotranspiracija, T - transpiracija, Inf. - infiltracija

1.4 [EMATIZACIJA  STRUJANJA  I  POROZNE  SREDINE

U poroznoj vodonosnoj sredini podzema voda prolazi kroz kompleksnu mre`u
me|usobno povezanih pora i {upljina. U izu~avanju strujanja podzemnih voda uobi~ajeno je
da se mikroskopska strujna mre`a unutar pojedina~nih pora previ|a, posmatra se i analizira
fiktivni podzemni tok koji reprezentuje realno strujanje u poroznoj sredini. Ovaj fiktivni tok
zadovoljava pretpostavljeni koncept kontinuuma, koji nalazi vi{estruku primenu u fizici.
O~igledan razlog zbog koga se koristi aproksimacija strujne oblasti kontinuumom kod
strujanja kroz poroznu sredinu je taj {to je prakti~no nemogu}e ta~no opisati na bilo koji
matemati~ki na~in komplikovanu geometriju povr{ina pora koje ograni~avaju strujni fluid.
Prema tome, mada se u principu raspola`e sa osnovnim jedna~inama zakona strujanja (na
primer Navije - Stoksovim jedna~inama) i konturnim uslovima, prakti~no re{enje na
mikroskopskom nivou je nemogu}e.

1.4.1 [EMATIZACIJA  POROZNE  SREDINE

U skladu sa usvojenom osnovnom {emom strujanja podzemnih voda - {emom
kontinuuma, dalje generalno upro{}avanje se nastavlja u vezi sa genitetom i tropijom porozne
sredine, odnosno njenih filtracionih karakteristika:

 Slika 1.2: Genitet i tropija porozne sredine (posmatrano u mikrorazmeri)
 

• homogena izotropna - filtracione karakteristike, naprimer koeficijent filtracije, su isti u
svim ta~kama sredine i u svim pravcima, slika 1.2.a.

• homogena anizotropna - koeficijent filtracije je u svim ta~kam isti, ali je razli~it u
razli~itim pravcima, slika 1.2.b.
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• heterogena izotropna - koeficijent filtracije nije isti u svim ta~kama sredine, ali je u datoj
ta~ki isti u svim pravcima, slika 1.2.c.

• heterogena anizotropna - koeficijent filtracije nije isti u svim ta~kama sredine i u datoj
ta~ki nije isti u svim pravcima, slika1.2.d.

1.4.2 [EMATIZACIJA  STRUJANJA PODZEMNIH VODA

U zavisnosti od karakteristika strujnog polja, strujanje, koje je u op{tem slu~aju
prostorno, mo`e se, za potrebe lak{eg prora~una, {ematizovati kao:
• jednodimenzionalno strujanje - odvija se u pravcu paralelnom sa jednom osom

koordinatnog sistema. Brzine i pritisci su funkcija samo jedne koordinate - na primer x,
slika 1.3.

Slika 1.3: Izdanski tok pod pritiskom, sa konstantnom debljinom vodonosnog sloja

• dvodimenzionalno (ravansko) strujanje - Odvija se u jednoj ravni (u planu, ili u profilu),
slika 1.4.

Slika 1.4: Dvodimenzionalno strujanje ispod tela brane, posmatrano u profilu

• radijalno (osnosimetri~no) strujanje - predstavlja specijalan slu~aj ravanskog strujanja u
planu. Javlja se kod strujanja prema usamljenom savr{enom bunaru, koji kaptira
homogenu izotropnu poroznu sredinu, neograni~enog prostiranja, slika 1.5.  U profilu,
strujanje prema bunaru se mo`e posmatrati kao jednodimenzionalno, u pojedinim
slu~ajevima strujanja pod pritiskom, ili kao dvodimenzionalno, kod strujanja sa
slobodnim nivoom.

• trodimenzionalno (prostorno) strujanje - predstavlja op{ti vid  strujanja podzemnih voda,
u pogledu pavca i smera kretanja, slika 1.6.
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Slika 1.5: Radijalno strujanje - strujanje prema bunaru

Generalno, strujanje podzemnih voda mo`e biti u uslovima pod pritiskom i sa
slobodnim nivoom. Prepoznavanje ovih strujanja, odnosno, razlika izme|u njih u prirodnim
uslovima nije uvek o~igledna i jednostavna, me|utim {ematizacija realnog strujanja na jedno
od navedenih, ili njihovu kombinaciju, veoma olak{ava prou~avanje strujanja podzemnih
voda. Ovakva {ematizacija je zna~ajna i zbog postavljanja i izvo|enja jedna~ina, kojima se
strujanje opisuje.

Slika 1.6: Trodimenzionalno strujanje - strujanje prema grupi bunara: a) trodimenzionalni prikaz
pijezometarske povr{i; b) projekcija izopijeza na horizontalnu ravan (aksonometrija)

Najzna~ajnija razlika izme|u strujanja pod pritiskom i sa slobodnim nivoom je u
tretmanu nivoa slobodne vodene povr{ine.

Kod strujanja sa slobodnom povr{inom, slobodna povr{ izdani ujedno predstavlja i
pijezometarsku povr{, obzirom da su brzine filtracije podzemnih voda kroz poroznu sredinu
dovoljno male, tako da se kineti~ka energija toka mo`e zanemariti1 (slika 1.7.a).

                                          
1 Gornja pretpostavka je jedna od fundamentalnih za {ematizaciju strujanja podzemnih voda i postavku i

izvo|enje jedna~ina strujanja.
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Nivo slobodne vodene povr{ine diktira debljinu izdanskog toka, tako da je strujanje u
ovom slu~aju uglavnom izrazito prostorno. Filtracioni tok je u funkciji gradijenta (pada)
nivoa slobodne vodene povr{ine, a propagacija promene nivoa u prostoru je relativno spora.

Kod strujanja pod pritiskom oblast strujanja je limitirana zapreminom vodonosnog
sloja, gde je njegova povlata ujedno i gornja povr{ina izdanskog toka (slika 1.7.b). U ovim
uslovima, propagacija uticaja strujanja (promena nivoa) je daleko br`a nego kod strujanja sa
slobodnim nivoom.

*
*        *

Primenom {eme kontinuuma u analizi strujanja podzemnih voda, uspostavljena je
linearna veza izme|u filtracionog proticaja i pada pijezometarskog nivoa izdani - Darsijev
zakon strujanja, kao zakon filtracije podzemnih voda. U odre|enim uslovima strujanja, u
poroznoj sredini sa pukotinskom, ili kavernoznom porozno{}u, primenjuju se razli~iti modeli
strujanja, ali je i tu mogu}e primeniti model kontinuuma sa zadovoljavaju}om ta~no{}u,
naravno, imaju}i u vidu razmeru posmatranja.

1.5 PARAMETRI  STRUJANJA PODZEMNIH VODA

U op{tem slu~aju, kod re{avanja strujanja podzemnih voda, kao nepoznate veli~ine
javljaju se veli~ine koje treba poznavati u svim ta~kama strujnog polja i u svakom trenutku
strujanja:
               - gustina te~nosti, (skalarna veli~ina), ρ,
               - hidrodinami~ki pritisak, (skalarna veli~ina), p i
               - filtraciona brzina, (vektorska veli~ina), v.

Slika 1.7: Strujni tok sa - a) slobodnim nivoom; b) pod pritiskom

Sa gledi{ta matemati~ke analize, pogodnije je operisati sa komponentama brzine, u
pravcu osa datog (pravougaonog) koordinatnog sistema, umesto sa brzinom, v, i to: vx, vy, vz,
slika 1.8.

Slika 1.8: Komponente brzine u pravouglom koordinatnom sistemu
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1.6 JEDNA^INE  KOJIMA  SE  OPISUJE  NESTACIONARNO

STRUJANJE

Na osnovu gornjeg, postavljeni zadatak re{avanja strujanja podzemnih voda se svodi
na nala`enje pet veli~ina - funkcija koordinata (polo`aja u prostoru) i vremena:

ρ = f (x,y,z,t),
p = f (x,y,z,t),

vx= f (x,y,z,t),                      (1.1)

vy= f (x,y,z,t),

vz = f (x,y,z,t),
gde su:
x,y,z - koordinate posmatrane ta~ke strujnog toka, u pravcu osa pravouglog koordinatnog
sistema, [L],
t - posmatrani vremenski trenutak, [Τ],
tako da je za re{enje neophodno postaviti ukupno pet jedna~ina, i to:

• jedna~inu stanja,
• jedna~inu kontinuiteta (kinematska jedna~ina) i
• tri jedna~ine kretanja (dinami~ke jedna~ine).

1.7 USTALJENO  I  NEUSTALJENO  KRETANJE

Pri ustaljenom, ili stacionarnom strujanju, gustina te~nosti, hidrodinami~ki pritisak i
brzina kretanja svake ~estice te~nosti, u datom momentu i datom polo`aju ta~ke u prostoru
ostaju nepromenjeni, ne zavise od vremena. Pri prelasku posmatrane ~estice te~nosti iz jedne
u drugu ta~ku prostora, ovi osnovni parametri strujanja se menjaju od ta~ke do ta~ke. Na taj
na~in, gustina te~nosti, hidrodinami~ki pritisak i brzina kretanja ~estica toka su funkcije
koordinata kretanja ~estica te~nosti:

ρ = f1(x,y,z);    p = f2(x,y,z);   v = f3(x,y,z)        (1.2)

Pri neustaljenom (nestacionarnom) strujanju te~nosti, gustina, hidrodinami~ki pritisak
i brzina kretanja ~estica se ne menjaju samo pri prelasku ~estice te~nosti iz jedne ta~ke
prostora u drugu, nego se menjaju u svakoj ta~ki i tokom vremena, tj. u datom slu~aju ovi
parametri kretanja ~estica su funkcija kako koordinata polo`aja, tako i vremena:

ρ = f1'(x,y,z,t);    p = f2'(x,y,z,t);   v = f3'(x,y,z,t)              (1.3)

Nestacionarno strujanje je najop{tiji vid kretanja. Stacionarno strujanje je specijalan
(poseban) slu~aj op{teg kretanja, kod koga nema promene osnovnih parametara tokom
vremena:

∂ρ
∂t

= 0 ;      
∂
∂
p

t
= 0  ;       

∂
∂
v

t
= 0   (1.4)

Neustaljeno kretanje podzemnih voda se javlja pri promeni uslova hranjenja ili
dreniranja izdani. Promene mogu biti izazvane prirodnim, ili ve{ta~kim uzrocima. Kao
prirodni uzroci mogu se javiti neravnomerna infiltracija atmosferskih padavina na povr{ine
zona hranjenja vodonosnog sloja, kolebanje nivoa dreniraju}ih povr{inskih voda, otapanje
snega, povodanj. Ve{ta~ki uzroci mogu biti: crpenje vode iz bunara, odvodnjavanje, kolebanje
nivoa podzemnih voda pri izgradnji brana i punjenju akumulacija, navodnjavanje, isu{ivanje
jezera i mo~varnih povr{ina, itd.

Neustaljeno kretanje se javlja pri izmeni nivoa podzemnih voda, {to izaziva promenu
gradijenta pritiska, brzine filtracije i proticaja podzemnog toka.
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